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Abstract 
 
ある特定の多様体がどのような対称性を持ち得るかという問題はその多様体上にどのような群
がどのように作用し得るかという問題と同等であり，幾何学における最も基本的な問題の一つで
ある．特に，群が有限群の場合が最も一般的で重要な場合となる．しかし，この多様体上の有限
群作用の問題は，最も簡単な多様体である閉リーマン面の場合ですら限定的な結果しか得られて
おらず，特に有限群が非可換群の場合は 2003 年に Bujalance 等によって得られた二面体群に対す
る結果以来研究が進んでいない．閉リーマン面上の有限群作用の問題は，作用が存在するかとい
う問題と作用が存在する場合に有限群の要素の（n 個の）固定点達の周りの回転角(t1,…,tn)がど
うなるかという問題の２つの問題がある．本研究においては， Tsuboi(2005 年)の方法を閉リー
マン面に用いることによって，一般の非可換有限群 G に対して，閉リーマン面上の非可換有限群
作用の存在の是非と存在する場合の回転角について調べ，以下の結果を得た． 
 以下においては，有限群 G の交換子群の要素数が素数 p の倍数になるとき G を Cp 群と呼び，交
換子群の単位元以外の要素を非可換要素と呼ぶ．Cp 群は非可換有限群であり，逆に，全ての非可
換有限群はいずれかの素数 p に対して Cp 群となる．また，全ての素数 p に対して，Cp 群は無限種
類存在する．本研究においては，Cp 群が常に含む位数 p の非可換要素 g に対し，(t1,…,tn)が g
の回転角となるためには角度ベクトル(t1,…,tn)が「正規角度ベクトル」でなければならないこ
とを示す．次に，正規角度ベクトルではない角度ベクトルの比率，すなわち，位数 p の非可換要
素の回転角にはなり得ない角度ベクトルの比率（排除率）を求める．正規角度ベクトルが 1 つも
ないという状況は Cp 群の作用の非存在を意味する．結果は次の通りであった． 
（結果） 
１．非可換要素の位数 p あるいは固定点の個数 n が大きいほど排除率は高い．p≦19,n≦10 まで
調べた結果，p≧11 かつ n≧5 の場合は(p,n)=(11,6)を除いて排除率は 99％を超える．これは
非可換要素の回転角となり得る角度ベクトルを 100分の 1未満まで限定できたことを意味する． 
２．p=5,11,17,23,29,41,47,53,59,71,83,89, n=3 に対して排除率が 100％となった． 
これは，上記の p に対しては，全ての Cp 群が種数 r=kp+(p-1)/2 (0≦k≦(p-1)(p-2)/2p) 
の閉リーマン面に作用できないことを意味する． 
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１　研究の背景
3次元空間の回転全体は回転群 SO(3) という群 (1)を成し，正 p 角形を自分自身に移
す回転全体は p 次巡回群 (2) Zp という群を成す．また，正 p 角形を自分自身に移す変換
全体（回転と鏡映変換）は二面体群 (3)D2p という群を成す．逆に，回転群 SO(3) は 3次
元空間に任意の回転として作用し，p 次巡回群 Zp は正 p 角形に 2k=p (1  k  p  1)
回転として作用し，二面体群 D2p は正 p 角形に 2k=p (1  k  p  1) 回転と鏡映変換
として作用する．
一般に図形の対称性は群の作用，すなわち，どのような群がどのように作用するかに
よって表される．例えば，雪の結晶や六角柱の持つ 6次対称性は Z6 の作用で表せ，2次
元球面の持つ対称性は SO(3) の作用で表される．これは一般次元の多様体 (4)の場合も
同じで，多様体がどうような対称性を持つか，すなわち，多様体にどのような群がどのよ
うに作用 (5)するかは幾何学における重要な問題となっている．しかし，多様体の対称性
は一般に多様体自身の次元よりもずっと高い次元でしか実現できず (6)，その対称性の研
究は困難なものとなっている．例えば，多様体の中で最も基本的な多様体である閉リーマ
ン面 (7)ですら，その対称性は一般には 3次元空間の中に実現することはできず，その対
称性を直感的に捉えることはできない．
ここで， SO(3) のような無限群 (1)が多様体に作用できることは多様体が無限の対称
性をもつことを意味し，多様体自身に対して強い制限を与える．したがって，最も一般的
で重要な場合は群が有限群 (1)の場合となる．例えば，無限種類ある閉リーマン面のうち
で無限群が作用し得るのは種数 (7) 0 の球面と種数 1 の円環面（torus）の２つだけであ
り，種数 2以上の閉リーマン面には有限群しか作用できないことが知られている．
球面や円環面の場合は対称性が高く，どのような対称性があるかもよく研究されてい
るのに対し，他の閉リーマン面の対称性に関しては部分的な結果しか得られていない．そ
のため，現在の閉リーマン面の研究においては種数が 2以上の場合が研究の対象となって
いる．そこで，下記においては閉リーマン面の種数は 2以上とする．
閉リーマン面の場合には，閉リーマン面が本来的に持つその局所的複素平面構造 (8)を
保つ対称性，すなわち，群の作用が問題となるが，閉リーマン面の局所的複素平面構造は
閉リーマン面の向きで決まるため，閉リーマン面上の作用は常に向きを保つ作用 (9)とさ
れる．種数 r( 2) の閉リーマン面の自己同型 (10) 全体の集合を  r で表し，有限群 G
が種数 r の閉リーマン面 r に作用できるとき G   r と表す． g を G の任意の要素
とするとき， g の位数 (1) を p とすれば， Zp = fg; g2;    ; gp = 1g  G は巡回群とな
り， Zp   r となる．
閉リーマン面上の有限群 G の作用において下記の 2つが問題となる．
(1) rが与えられたとき， G   r となるか？
(2) G   r のとき， g 2 G の各固定点 (11)の周りの回転角はどうなるか？
1
有限群が可換群の場合には，群は巡回群の直積で表され (12)，閉リーマン面上の巡回
群作用に対しては Harvey(1966)，Glover-Mislin(1987) によって完全に解決されている．
したがって，有限群が非可換群の場合が問題となる．しかし，非可換有限群の場合は　
Bujalance-Cirre-Gamboa-Gromadzki(2003) による二面体群に対する結果を最後として，
それ以来進展がない．
このように閉リーマン面という最も基本的な多様体に対して研究が進展しない理由は
有限群作用を調べるために Harvey 以来用いられてきた方法そのものによる．この方法で
は個別の有限群の個別の性質を用いて調べる (13) ため，作用のための必要十分条件とい
う精密な結果が得られる利点を持つ反面，当然ながら，有限群を個別に扱わなければなら
ないという欠点を持つ．
このような状況において，Tsuboi は Tsuboi(2005) において，高次元多様体に対して
も有効な，一般の群作用に対する必要条件を与えた．この結果を閉リーマン面に応用する
ことによって，閉リーマン面上に非可換有限群が作用できるための必要条件が得られる．
本研究においては，Tsuboi の結果を用いることにより，閉リーマン面上の非可換有限
群作用の存在と作用の仕方を調べる．
２　閉リーマン面上の有限群作用と回転角
前述に従って種数 r は 2以上とする．また，有限群 G を構成する要素の個数を jGj
と表す．
「G が位数 p の要素を含むならば jGj は p の倍数になる」が知られている（Lagrange）
が，逆の「 jGj が p の倍数ならば G は位数 p の要素を含む」は一般に成り立たず (14)，
従って，自然数 p に対して G が位数 p の要素を持つかどうかはわからない．しかし，p
が素数ならば上記の逆が成り立つことが知られている（Cauchy）．この位数 p の要素の
存在を確実とするために以下においては p は素数とする．
位数 p の要素を g とするとき， r  1 が p の倍数のときは固定点が存在しない g の
作用（自由作用）が可能になる (15) ので， g 作用の固定点の存在を確実とするために以
下においては r   1 は p の倍数ではないと仮定する．このとき，次が成り立つ．
補題１ r   1 が（素数） p の倍数でないとき，固定点の個数 n は 2個以上．
【証明】 まず， n = 1 とはならないことが知られている（Harvey）．また，Riemann-
Hurwitz の等式 (16)より次が成り立つ．
2r   2  p(2  2) = n(p  1) (は非負整数)
よって， n = 0 とすると，
2r   2  p(2  2) = 0 () r   1 = p(  1)
となり，仮定に矛盾する．よって， n  2 である． 【証明終】
有限群 G が種数 r の閉リーマン面に作用するとき，G の位数 p の要素 g が生成す
る巡回群 Zp (1) もその閉リーマン面に作用する．このように，有限群作用の存在のため
2
の必要条件なる巡回群作用に関しては次の詳細な結果が知られている．
定理１ (Glover-Mislin(1987), Lemma 3.3)（ p が素数という仮定の下で） Zp   r と
なるための必要十分条件は閉リーマン面の種数 r が次のように表されることである．
r = kp+m
p  1
2
( k は非負整数，m は非負整数又は  2 )
以下においては，種数 r に対する上記の条件を「GM条件」と呼ぶこととする．
注意 上式において m =  2 とすると r = (k   1)p + 1 となり， r   1 = (k   1)p は
p の倍数になって仮定に矛盾する．よって，本研究においては m  0 である．
有限群 G が閉リーマン面に作用するとき，位数 p の要素 h 2 G の固定点集合を
q1; q2;    ; qn とすれば (17)，h は各固定点の接空間 Tqir 上次のように作用する (9)．
h  (v1; v2;    ; vn) =

1p v1; 
2
p v2;    ; np vn
 0@ vi 2 Tqir ; p = exp 2p 1p ;
1  i  p  1 (1  i  n)
1A
ここで，1 の mod.p-inverse(18) 1 を用いて h の生成する巡回群の生成元を g = h1 に
取り替えると（ g の固定点集合は h の固定点集合と同じ (11)で）次が成り立つ．
g  (v1; v2;    ; vn) =

1pv1; 
2
p v2;    ; np vn

(i  1i mod:p ; 1  i  p  1 (1  i  n))
ここで，必要なら固定点達 q2;    ; qn の順番を並び替えることにより
1 = 1  2      n  p  1
とすることができる．
定義 （素数） p に対して， t1 = 1  t2      tn  p   1 を満たす自然数の組
(t1; t2;    ; tn) = (1; t2;    ; tn) を角度ベクトルと呼ぶ．また，上記で見たような， g 2 G
の作用から定義される角度ベクトル (1; 2;    ; n) = (1; 2;    ; n) を g の回転角と呼
ぶ．回転角は角度ベクトルであるが，角度ベクトルが回転角になるとは限らない．
定義 （素数） p，自然数 r; z，非負整数 ` と角度ベクトル (t1;    ; tn) に対して整数
F (p; r; z; `; t1;    ; tn) を次で定める．
F (p; r; z; `; t1;    ; tn)
= 6(p  1)(1  r)(2`+ 1)
+
nX
i=1
8>>><>>>:zti(p  1)(7p  11) + 6
h
(`+p+1)zti
p
i
X
j=
h
(`+1)zti
p
i
+1
fp

jp  1
zti

  `  1
9>>>=>>>; ;
ここで， fp(x) = x2   (p  2)x  (p  1)2

:
3
定理２ (Tsuboi(2005), Proposition 3.2) G   r のとき，非負整数 ` と g 2 G に対し
て，次の (1) ; (2) を満たす実数 `(g) が存在する (19)．
(1) `(gh)  `(g) + `(h) mod:Z(20) (h 2 G) ; `(g 1)   `(g) mod:Z
(2) (1;    ; n)を（素数）位数 p の要素 g 2 G の回転角とするとき，
12p`(g
z)  F (p; r; z; `; 1;    ; n) mod:12p
が全ての自然数 z に対して成り立つ．
第 3節　正規角度ベクトルの定義と性質
ここまでの仮定をまとめて次のようになる．
以下においては，群の要素 g の位数 p は素数，閉リーマン面の
種数 r は 2以上で r   1 は p の倍数ではないと仮定する．
前述のように，有限群 G が種数 r の閉リーマン面に作用するとき，G の位数 p の
要素 g が生成する巡回群 Zp もその閉リーマン面に作用する．この巡回群作用に関して
次が成り立つ．
定理３ rM(p) = (p  1)
2
2
 2 とするとき，次が成り立つ．
(1) rM(p)  r ならば， Zp   r
(2) r = kp+m
p  1
2
 rM(p) ならば， k; m は r; p から唯一通りに定まる．
(3) r = kp+m
p  1
2
 rM(p) ならば，Zp 作用の固定点の個数 n は m+ 2 個．
【証明】 rM(p)  2 () p  3 であるから， p は奇素数であることに注意する．
(1) p は奇素数であるから p と p 1
2
は互いに素 (21)．よって，
m
p  1
2
を p で割った余り
 0  m  p  1 = f0; 1; 2;    ; p  1g
であり (21)，従って， r  m p 1
2
mod:p となる 0  m  p   1 が存在する．ここで，
r  (p 1)2
2
=) r  m p 1
2
 0 より， r  m p 1
2
= kp () r = kp +m p 1
2
となる非
負整数 k が存在する．よって，Glover-Mislin の結果より， Zp   r となる．
(2) r = kp +m p 1
2
において， m =  2 とすれば r   1 = (k   1)p となって，仮定に
矛盾する．よって， m  0 である． r = kp+m p 1
2
= k0p+m0 p 1
2
とする．このとき，
(k   k0)p = (m0  m) p 1
2
であって， p と p 1
2
は互いに素であるから， k   k0 は p 1
2
の倍数である．よって， m; m0  0 より，次が成り立つ．
r  rM(p) =) kp; k0p  rM(p) =)
4
0  k; k0  rM(p)
p
=
(p  1)2
2p
=
p  1
2
p  1
p
<
p  1
2
=) jk   k0j < p  1
2
=) k   k0 = 0 =) m m0 = 0
(3) Riemann-Hurwitz の等式より次が成り立つ．
2r   2  p(2  2) = n(p  1)    1
ここで， は非負整数である．上記等式より次を得る．
1 () n = 2(r   p )
p  1 + 2    2 () r   p  = (n  2)
p  1
2
   3
=) r   p   0 mod: p  1
2
   4
以下に見るように， 4を満たす非負整数  は r; p から唯一通りに定まる．まず補題１
で見たように， r   1 n 0 mod:p なら n  2 であるから， 3より， r   p   0 であ
る．よって，
p   r  rM(p) =) (0 )  rM(p)
p
=
(p  1)2
2p
<
p  1
2
   5
となる．ここで，1; 2 を 4を満たす非負整数とすると，次が成り立つ．
(r   p 1)  (r   p 2)  0 mod: p  1
2
() p(1   2)  0 mod: p  1
2
() 1   2  0 mod: p  1
2
   6
5; 6より  は r; p に対して唯一通りに定まり，  = (r; p) と表せる．よって， 2よ
り n は r; p に対して唯一通りに定まり， n = n(r; p) = n(k;m; p) と表せる．
r = r(k;m) = kp+m p 1
2
とするとき，次が成り立つ． r ! r+p () k ! k+1 とした
ときは ! +1 に対して 4が成り立つから， の一意性より (r+p; p) = (r; p)+1
となる．このとき， 2より n の値は変化しない．    7
同様に， r ! r + p 1
2
() m! m+ 1 としたときは  は変化せず， n! n+ 1 とな
る．    8 ここで， 2および   0 より次が成り立つ．
(2 )n = 2(r   p )
p  1 + 2 
2r
p  1 + 2 
2rM(p)
p  1 + 2 = p+ 1    9
また， 1より次を得る．
(k;m) = (1; 0) () r = p =) 2p  2  p(2  2) = n(p  1)
=) n  2  0 mod:p
(k;m) = (0; 1) () r = p  1
2
=) p  3  p(2  2) = n(p  1)
=) n  3  0 mod:p
よって， 9より次を得る．
n(1; 0; p) = 2 ; n(0; 1; p) = 3
5
よって， 7; 8より n(k;m; p) = m+ 2 を得る． 【証明終】
注意 一般に種数が大きくなる程様々な有限群が作用しやすくなり，種数が小さい程作用
しづらくなる．上記定理 (1)は位数 p の要素が生成する巡回群を考えたとき， rM(p) が
十分大きな種数の境目になっていることを意味する．
研究対象の設定 既に前述の仮定において，群の要素 g の位数 p は素数，閉リーマン面
の種数 r は 2以上で r   1 は p の倍数ではないと仮定していたが，さらに，研究対象
とする閉リーマン面の種数 r は GM条件を満たし， 2  r  rM(p) とする．このとき，
rM(p)  2 () p  3 であるから， p は奇素数となる．
補題２ 上記の設定の下で， n  2 に対して p; k の範囲が次のように定まる．
(n = 2; 3) p  5 ; (n = 4) p  3 ; (n  5) p  n  1 ;
n2  k  (p  1)(p+ 1  n)
2p
【証明】 まず，定理３ (3) より， n = m+ 2 であることに注意する．
2  r = kp+m p  1
2
 rM(p) = (p  1)
2
2
であるから， m = 0 () n = 2 の場合には
1  k  (p  1)
2
2p
=) 1  (p  1)
2
2p
() p  5
であり， m  1 () n  3 の場合には
2  m p  1
2
 (p  1)
2
2
() p  4
m
+ 1 =
4
n  2 + 1 ; p  m+ 1 = n  1
となる．よって，n に対して p の範囲は次のようになる．
(n = 2; 3) p  5 ; (n = 4) p  3 ; (n  5) p  n  1
また， m = 0 () n = 2 なら k  1， m  1 () n  3 なら k  0 であり，
kp+m
p  1
2
 (p  1)
2
2
() k  (p  1)(p  1 m)
2p
=
(p  1)(p+ 1  n)
2p
であるから， p; n に対して k の範囲は次のようになる．
n2  k  (p  1)(p+ 1  n)
2p
【証明終】
定義 有限群 G が非可換群になるための必要十分条件は交換子群 [G;G] が単位元以外の
要素を含むことである (22)．そこで以後，交換子群の単位元以外の要素を G の非可換要
素と呼ぶこととする．また，交換子群の要素の個数 j [G;G] j が素数 p の倍数になるとき，
非可換有限群 G を Cp 群と呼ぶこととする．G が Cp 群なら交換子群 [G;G] は位数 p の
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要素 g を含む（Cauchy）．よって，Cp 群は非可換群である．逆に，G を非可換有限群と
し，pk (k = 1; 2;    ;m) を j [G;G] j の素因数分解に出てくる素数とすれば，G は全ての
k に対して Cpk 群となる．また，任意の奇素数 p に対して Cp 群は無限種類存在する (23)．
例 奇素数 p に対して， a; b を次の条件を満たす自然数とする．
(1) a  2で a; b; b  1はいずれも p の倍数ではない．
(2) ba  1 mod:p

gp = 1 ; h 1gh = gb =) (h 1)agha = gba (2)= g

このとき，有限群 Gp;a;b が次によって定義される (1)．
Gp;a;b = hg; h j gp = ha = 1 ; h 1gh = gbi
（G[p; 2; p  1] は二面体群 D2p である．）このとき， [g; h] = g 1h 1gh = gb 1 となるか
ら， b   1 が p の倍数でないことより， [g; h] は g で生成される巡回群 Zp の生成元で
あり，よって，Gp;a;b の交換子群は g で生成される巡回群 Zp となる．よって，Gp;a;b は
Cp 群であり，その非可換要素は gk (1  k  p  1) と表される．
上記の条件 (1) ; (2) を満たす自然数 a; b の捜し方の１つとして，次の方法がある．
p 1
2
= ac（ a; c は自然数）のとき， 2  a  p 1
2
< p であるから， a は p の倍数では
ない．また， b を b  22c mod:p であって b   1 が p の倍数にならないようにとれば，
p は奇数であるから b は p の倍数ではなく，以下が成り立つ．
p  1
2
= ac () p  1 = 2ac =) ba  22ac = 2p 1  1 mod:p
すなわち， a; b は条件 (1) ; (2) を満たす．
例えば， p = 11 =) p 1
2
= 5 のときは， a = 5 とし， 221 = 4 より b = 4 とおけ
ば， a; b; b  1 はいずれも p の倍数ではなく， ba = 45  1 mod:11 となる．よって，
G11;5;4 = hg; h j g11 = h5 = 1 ; h 1gh = g4i
は [G11;5;4; G11;5;4] = Z11 = hg j g11 = 1i となる C11 群である．
p = 89 =) p 1
2
= 44 = 11  4 のときは， a = 11 とし， 224 = 256  78 mod:89 より
b = 78 とおけば， a; b; b   1 はいずれも p の倍数ではなく， ba = 7811  1 mod:89 と
なる．よって，
G89;11;78 = hg; h j g89 = h11 = 1 ; h 1gh = g78i
は [G89;11;78; G89;11;78] = Z89 = hg j g89 = 1i となる C89 群である．
定理４ 任意の角度ベクトル (t1;    ; tn) に対して次が成り立つ．
F (p; r; z; `+ p; t1;    ; tn)  F (p; r; z; `; t1;    ; tn) mod:12p
【証明】 F (p; r; z; `; t1;    ; tn) の定義式において，
6(p  1)(1  r)(2(`+ p) + 1)  6(p  1)(1  r)(2`+ 1)
= 6(p  1)(1  r) f(2(`+ p) + 1)  (2`+ 1)g = 12p(p  1)(1  r)
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であるから， 6(p  1)(1  r)(2(`+ p) + 1)  6(p  1)(1  r)(2`+1) mod:12p は明らかで
ある．また，h
(`+p+p+1)zti
p
i
X
j=
h
(`+p+1)zti
p
i
+1
fp

jp  1
zti

  (`+ p)  1
 0@ (`+p+1)ztip = (`+1)ztip + zti ;
[x+N ] = [x] +N だから
1A
=
h
(`+p+1)zti
p
i
+ztiX
j=
h
(`+1)zti
p
i
+zti+1
fp

jp  1
zti

  `  p  1

(k = j   zti とおいて，)
=
h
(`+p+1)zti
p
i
X
k=
h
(`+1)zti
p
i
+1
fp
 "
(k + zti)p  1
zti
#
  `  p  1
!
=
h
(`+p+1)zti
p
i
X
k=
h
(`+1)zti
p
i
+1
fp
 "
kp  1
zti
#
+ p  `  p  1
!
=
h
(`+p+1)zti
p
i
X
k=
h
(`+1)zti
p
i
+1
fp
 "
kp  1
zti
#
  `  1
!
となるから，題意の等式が成り立つ． 【証明終】
定義 1  z  p  1 ; 0  `  p  1 である整数 z; ` に対して
F (p; r; z; `; t1;    ; tn)  0 mod:12p
となるとき，角度ベクトル (t1; t2;    ; tn) を p; r に対する正規角度ベクトルと呼ぶ．
定理５ (1) G   r で g 2 G を位数 p の非可換要素とするとき， g の回転角は
p; r に対する正規角度ベクトルとなる．
(2) (t1;    ; tn) が p; r に対する正規角度ベクトル
() (t1;    ; tn) が p; r + p に対する正規角度ベクトル
【証明】 (1) g 2 [G;G] であるから， g = [g1; h1]    [gm; hm] と交換子の積で表せる．こ
こで，定理２ (1) より次が成り立つ．
`([gk; hk]) = `(g
 1
k h
 1
k gkhk)
  `(gk)  `(hk) + `(gk) + `(hk)  0 mod:Z
=) `(g) 
mX
k=1
`([gk; hk])  0 mod:Z =) `(gz)  z`(g)  0 mod:Z
すなわち，`(gz) は整数である．よって， g の回転角を (1;    ; n) とすれば，定理２
(2) より， 1  z  p  1 ; 0  `  p  1 である整数 z; ` に対して次が成り立つ．
F (p; r; z; `; 1;    ; n)  12p`(gz)  0 mod:12p
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(2) F (p; r; z; `; t1;    ; tn) の定義式において，定理３ (3) で見たように， r = kp+m p 12
を r + p = (k + 1)p+m p 1
2
としても n は変わらない．また，次が成り立つ．
6(p  1)(1  r)(2`+ 1)  6(p  1)(1  (r + p))(2`+ 1)
= 12p
p  1
2
(2`+ 1)  0 mod:12p
よって，次が成り立つ．
F (p; r + p; z; `; t1;    ; tn)  F (p; r; z; `; t1;    ; tn) mod:12p
よって， p; r に対する正規角度ベクトルと p; r + p に対する正規角度ベクトルは一致す
る． 【証明終】
４　角度ベクトルの排除率
角度ベクトルの排除率
正規角度ベクトルが非可換要素の回転角となるかどうかは個別の閉リーマン面や個別
の非可換有限群によるので一般的にはわからないが，少なくとも定理５ (1) より，正規
角度ベクトルではない角度ベクトルは非可換要素の回転角とはなり得ない．よって，正規
角度ベクトルではない角度ベクトルを排除すれば，非可換要素の回転角となり得る角度ベ
クトルが限定されることになる．そこで以下においては，正規角度ベクトルではない角度
ベクトルの角度ベクトル全体に対する比率（排除率）を求める．
1  t2      tn  p  1 を満たす自然数 t2;    ; tn の総数は p  1 個から重複を許
して n  1 個取ってくる取り方の総数と等しく，重複組み合わせ
H(p; n) = p 1Hn 1 = p+n 3Cn 1
に等しい．また，ＧＭ条件より
(?) r = kp+ (n  2) p  1
2
 
n2  k  (p  1)(p+ 1  n)
2p
!
として，定理５ (2) より， p; n によって定まる正規角度ベクトルの総数を N(p; n) とす
る．このとき，次式で定義される E(p; n)% を排除率と呼ぶこととする．
E(p; n) = 100
 
1  N(p; n)
H(p; n)
!
排除率は位数 p の非可換要素の回転角とはなり得ない角度ベクトルの比率であり，排除率
が高い程位数 p の非可換要素の回転角となり得る角度ベクトルが限定されたことになる．
特に，排除率 100% はいかなる角度ベクトルも位数 p の非可換要素の回転角とはなり
得ないこと，従って，全ての Cp 群は種数 r の閉リーマン面に作用できないことを意味
する．一方，ＧＭ条件（上記 (?)）が成り立つという仮定の下で計算しているので，Cp
群に含まれる巡回群 Zp は種数 r の閉リーマン面に作用できる．よって，Zp 作用の存
在という Cp 群作用の存在のための必要条件は満たされている．
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計算の対象となる閉リーマン面の種数
定理５ (2) より， (1; t2;    ; tn) が p と
r = m0 p+m
p  1
2
= n2 p+ (n  2) p  1
2
に対する正規角度ベクトルならば， (1; t2;    ; tn) は p と
r = kp+m
p  1
2
= kp+ (n  2) p  1
2
 
n2  k  (p  1)(p+ 1  n)
2p
!
（補題２参照）に対して正規角度ベクトルとなる．また，補題２で見たように，n に対す
る p の範囲は次のようになる．
(n = 2; 3) p  5 ; (n = 4) p  3 ; (n  5) p  n  1    1
上記の条件を満たす種数は次の表の通りである．
（ は条件 1によって除外される部分を表す．）
種数 r
p n n 2 3 4 5
3   2 
5 5 2; 7 4 6
7 7; 14 3; 10; 17 6; 13 9; 16
11 11k 11k + 5 11k + 10 11k + 15
(1  k  4) (0  k  4) (0  k  3) (0  k  3)
13 13k 13k + 6 13k + 12 13k + 18
(1  k  5) (0  k  5) (0  k  4) (0  k  4)
17 17k 17k + 8 17k + 16 17k + 24
(1  k  7) (0  k  7) (0  k  6) (0  k  6)
19 19k 19k+9 19k+18 19k+27
(1  k  8) (0  k  8) (0  k  7) (0  k  7)
p n n 6 7 8 9 10
3     
5 8    
7 12 15 18  
11 20; 31; 42 25; 36; 47 30; 41 35; 46 40
13 13k + 24 13k + 30 13k + 36 13k + 42 13k+48
(0  k  3) (0  k  3) (0  k  2) (0  k  2) (0  k  1)
17 17k + 32 17k + 40 17k + 48 17k + 56 17k+64
(0  k  5) (0  k  5) (0  k  4) (0  k  4) (0  k  3)
19 19k + 36 19k+45 19k+54 19k+63 19k+72
(0  k  6) (0  k  6) (0  k  5) (0  k  5) (0  k  4)
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（排除率の計算結果）
角度ベクトルの総数 H(p; n)
p n n 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3   4      
5 4 10 20 35 56    
7 6 21 56 126 252 462 792  
11 10 55 220 715 2002 5005 11440 24310 48620
13 12 78 364 1365 4368 12376 31824 75582 167960
17 16 136 816 3876 15504 54264 170544 490314 1307504
19 18 171 1140 5985 26334 100947 346104 1081575 3124550
正規角度ベクトルの個数 N(p; n)
p n n 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3   1      
5 1 0 2 1 3    
7 1 1 3 4 7 10 17  
11 1 0 5 4 22 39 100 199 405
13 1 1 6 9 31 71 193 445 999
17 1 0 8 8 67 170 616 1669 4559
19 1 1 9 20 90 293 996 3024 8716
排除率 E(p; n) ％
p n n 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3   75      
5 75 100 90 97.143 94.643    
7 83.333 95.238 94.643 96.825 97.222 97.835 97.854  
11 90 100 97.727 99.441 98.901 99.221 99.126 99.181 99.167
13 91.667 98.718 98.352 99.341 99.29 99.426 99.394 99.411 99.405
17 93.75 100 99.02 99.794 99.568 99.687 99.639 99.66 99.651
19 94.444 99.415 99.211 99.666 99.658 99.71 99.712 99.72 99.721
n = 3 の場合の正規角度ベクトルの個数
p 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97
N(p; 3) 0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0 1
11
５　結果
１． p; n の値が大きい程排除率は高くなる．特に， 11  p ( 19) ; 5  n ( 10)
の場合は， (p; n) = (11; 6) を除いて，排除率は 99 ％を超える．
これは非可換要素の回転角となり得る角度ベクトルを 100 分の 1 未満まで
限定できたことを意味する．
p; n の値がもっと大きい場合はさらに詳細な限定ができると期待される．
２．固定点の個数 n が 3 の場合（すなわち， r = kp+ p 1
2
の場合）に，いくつか
の p に対して排除率 100 ％となる．これは，次の表にある p; r に対しては，
全ての Cp 群が種数 r の閉リーマン面に作用できないことを意味する．
p r = kp+ p 1
2

0  k  (p 1)(p 2)
2p

5 5k + 2 (0  k  1)
11 11k + 5 (0  k  4)
17 17k + 8 (0  k  7)
23 23k + 11 (0  k  10)
29 29k + 14 (0  k  13)
41 41k + 20 (0  k  19)
47 47k + 23 (0  k  22)
53 53k + 26 (0  k  25)
59 59k + 29 (0  k  28)
71 71k + 35 (0  k  34)
83 83k + 41 (0  k  40)
89 89k + 44 (0  k  43)
上記は今まで知られていなかった結果である．
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７　注釈
(1) 集合 G の要素 g1; g2 に対して積 g1g2 = g1  g2 2 G が定義され，この積が
次を満たすとき，G は群 (group)と呼ばれる．
(1) 任意の g1; g2; g3 2 G に対して，(g1g2)g3 = g1(g2g3)
(2) 任意の g 2 G に対して g  1 = 1  g = g となる単位元 1 2 G が存在する．
(3) 任意の g 2 G に対して g  g 1 = g 1  g = 1となる g の逆元 g 1 2 G が
存在する．
G を単位元 1 のみからなる集合とすると，G は明らかに群である．このように，単
位元のみからなる群を自明な群という．
群 G の任意の要素 g; h に対して gh = hg が成り立つとき，G は可換群（アーベル
群）と呼ばれ，成り立たないとき，すなわち， gh 6= hg となる G 要素 g; h が存在する
とき，G は非可換群と呼ばれる．
群 G の要素が有限個であるとき群 G は有限群と呼ばれ，群 G が無限個の要素を含
むとき群 G は無限群と呼ばれる．G が有限群のとき，G の要素の個数を jGj で表す．
G が有限群のとき，G の任意の要素 g に対して
gk 6= 1 (1  k  p  1) ; gp = 1
を満たす自然数 p が存在する．この p を g の位数と呼ぶ．
群 G の部分集合 H は h1; h2 2 H =) h1h2 2 H ; h 11 2 H が成り立つとき G の
積によって群になる．このとき，H を G の部分群という．
S = fg1;    ; gmg を有限群 G の部分集合とするとき，S の要素とその逆元の積全体
のなす G の部分集合を hSi と表せば， hSi は G の部分群になる．この部分群 hSi を
fg1;    ; gmg によって生成された部分群という．
特に hSi が G と一致するとき， g1;    ; gm を G の生成元という．
有限群 G が g1;    ; gm で生成され， g1;    ; gm の間にある関係式があるとき，
G = hg1;    ; gm j関係式i
と表す．例えば， G = hg j gp = 1i は位数 p の要素 g で生成された有限群を表す．
2つの群 G1; G2 に対して積集合 G1 G2 = f(g1; g2) j g1 2 G1; g2 2 G2g には
(g1; g2)  (h1; h2) = (g1h1; g2h2) (g1; h1 2 G1 ; g2; h2 2 G2)
によって群の構造が入る．この G1G2 を直積群または群の直積という．このとき， jG1
G2j = jG1jjG2j が成り立つ．
群 G とその部分群 H に対して，G に
g  gh (h 2 H)
という同値関係を与えたとき，その同値類全体を G=H で表し，G の H による商集合
という．商集合 G=H の要素は [g] (g 2 G) と表せる．定義により，全ての h 2 H に対
して [g] = [gh] である．
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群 G とその部分群 H に対して，
g 2 G ; h 2 H ならば， g 1hg 2 H
という条件が成り立つとき，H を G の正規部分群という．H が G の正規部分群のとき，
[g1h1][g2h2] = [g1h1g2h2] = [g1g2g
 1
2 h1g2h2] = [g1g2h3h2] = [g1g2]
となるから，商集合 G=H には
[g1]; [g2] 2 G=H に対して， [g1][g2] = [g1g2] 2 G=H
によって積が定義され，G=H は群となる．この G=H を群 G の正規部分群 H による
商群という．このとき， jG=Hj = jGj=jHj が成り立つ．
(2) Zp を p 個の自然数 f0; 1;    ; p  1g からなる集合とする．このとき，
k  ` = k + `を p で割った余り
によって Zp の積を定義すれば， 0 2 Zp が単位元となって積は上記の条件を満たし，Zp
は群となる．この群 Zp を p 次の巡回群と呼ぶ．文字（例えば， g）を一つ取ってくる
と， k  ! gk という対応によって Zp = f1(= g0); g;    ; gp 1g と表せる．このとき，
r(k; p) で k を p で割った余りを表せば，次が成り立つ．
gp = 1 ;

gk
 1
= gp k ; gkg` = gr(k+`;p)
この g は巡回群 Zp の生成元であり， Zp = hg j gp = 1i と表される．
(3)
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g を正 p 角形 (p  3) の中心の周りの 2
p
回転
h を正 p 角形の対称軸の周りの  回転
とするとき，正 p 角形の合同変換は
g と h の積（合成変換）で表され（左図参照），
g と h の間には関係式 gh = hg 1 が成り立つ．
正 p 角形の合同変換全体は二面体群と呼ばれ，D2p
と表される群を成す． g; h は D2p の生成元であり，
D2p = hg; h j gp = 1; h2 = 1; gh = hg 1 i と表される．
二面体群 D2p の要素は gkhj (0  k  p  1 ; j = 0; 1) と表され， jD2pj = 2p となる．
(4) 空集合  と M 自身を含む集合 M の部分集合族 O が
U; V 2 O () U \ V 2 O ; U 2 O =) [U 2 O
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を満たすとき，O の要素を M の開集合といい，集合 M から開集合を除いた M の部
分集合を閉集合という．開集合が定義された集合を位相空間という．
位相空間 M から位相空間 N への写像 ' は，N の任意の開集合 V の逆像 ' 1(V )
が M の開集合になるとき，連続であるという．M の開集合 U から n 次元実数空間
Rn の開集合 V への連続な写像 ' は ' の逆写像である連続な写像が存在するとき同相
写像といい，このとき，U は V と同相であるという．
位相空間 M が開集合 U 達の和集合で表され，U から Rn の開集合 V への同相
写像 ' が存在し， U \ U 6=  ならば，
''
 1
 : '(U \ U)! '(U \ U) ; '' 1 : '(U \ U)! '(U \ U)
がいずれも Rn から Rn への写像として連続（C1 級，（n が偶数で）複素解析的）となる
とき，M を n 次元位相多様体（可微分多様体，複素多様体）という．このとき，(U; ')
達を多様体 M の座標近傍という．
位相（可微分，複素）多様体 M から M 自身への連続な写像  に対し，連続な逆
写像  1 が存在し， が M の任意の座標近傍 (U; ') から M の座標近傍 (V;  )
への同相写像を定め，  ' 1 ; ' 1  1 のいずれもが Rn から Rn への連続な写像
（可微分写像，複素解析的写像）となるとき， を M の自己同型写像という．
集合 X から集合 Y への写像 ' は，任意の y 2 Y に対して '(x) = y となるような
x 2 X が存在するとき，全射と呼ばれる．また， '(x1) = '(x2) となるのは x1 = x2 の
ときに限るとき，写像 ' は単射と呼ばれる．
Rm の部分集合は原点を中心とする十分大きい半径の球に含まれるとき有界という．
ある自然数 m に対して，Rm の有界な閉集合から多様体への連続な全射が存在すると
き，多様体はコンパクトであるという．多様体がコンパクトで境界を持たないとき，多様
体は閉多様体と呼ばれる．
(5) 群 G の各要素 g が可微分多様体（複素多様体）M の可微分（複素解析的）な自
己同型写像を定義し，全ての g1; g2 2 G ; q 2 M に対して g1(g2(q)) = (g1g2)(q) が成
り立つとき，群 G は多様体 M に作用するという．群 G は多様体 M に作用するとき，
明らかに群 G の部分群も多様体 M に作用する． g(q) を g  q と表す．
有限群 G が種数 r の閉リーマン面 r に作用するとき，同値関係
r 3 q  g  q 2 r (g 2 G)
による商集合を r=G と表し，これを r の G による商空間という．このとき，商空間
r=G も（種数  の）閉リーマン面  となる．
(6) 可微分多様体 M の各点 q に接（ベクトル）空間 TqM の次の性質を満たす内
積 (q) を対応させる写像（テンソル場）  を M のリーマン計量という．
(1) 全ての u; v 2 TqM に対して， (q)(u; v) = (q)(v; u)
(2) 全ての u 2 TqM に対して， (q)(u; u)  0 ; (q)(u; u) = 0 () u = 0
(3) 可微分なベクトル場 u; v に対して，
M 3 q ! (q)(u(q); v(q)) 2 Rは可微分写像
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 を可微分多様体 M の自己同型写像とするとき，M 内の曲線 C の接線ベクトルと
して表される接ベクトル v は曲線 (C) の接ベクトル v に移される．よって，M の
リーマン計量  に対してリーマン計量  が () (q)(u; v) =  ((q)) (u;v) に
よって定義される．
閉多様体 M に有限群 G が作用するとき，（常に存在する）M の１つのリーマン計量
 に対して M のリーマン計量  が
 =
1
jGj
X
g2G
g
によって定義される．このとき，任意の h 2 G に対して
h =
1
jGj
X
g2G
hg =
1
jGj
X
gh2G
(gh) = 
となり， は G 作用で不変な M のリーマン計量となる．長さや角度という「形」はリー
マン計量から定まるので，  は G 対称な M の形を定める．
一方，可微分多様体 M から Rm への可微分な単射 	 が存在するとき，すなわち，多
様体 M が Rm の部分集合のとき，Rm の標準的リーマン計量（ユークリッド計量）を
制限することにより M のリーマン計量（すなわち，M の形）	 が定義される．m が
十分大きければ  = 	 となるように単射 	 がとれる，すなわち，G 対称な M の形
が m 次元ユークリッド空間の中に実現されることが知られているが，具体的な m の値
は多様体の次元よりも一般的には遙かに大きな値となる．
(7) 2 次元球面に r 個の穴を開けてできる 2 次元閉多様体を種数 r の閉リーマン
面という．種数 0 の閉リーマン面は 2次元球面，種数 1 の閉リーマン面は円環面（torus）
であり，円環面を 1人用浮き袋に例えれば，種数 r の閉リーマン面は r 人用浮き袋である．
(8) 閉リーマン面の各点の接平面に連続的に「時計回り回転方向」を与える．この各
点の接平面に連続的に与えられた「時計回り回転方向」を閉リーマン面の向きという．閉
リーマン面にリーマン計量と向きを与えたとき，各点の接ベクトル v の p 1 倍が v を
反時計回りに 
2
回転することによって定義される．この p 1 倍を用いて接ベクトル v
の複素数  = p + qp 1 倍が v = pv + qp 1 v によって定義され，各点の接空間に
は複素平面の構造が定義される．このように，リーマン計量と向きから定義される各点の
接平面の複素平面構造を閉リーマン面の局所的複素平面構造という．
(9) 有限群 G が閉リーマン面 r に作用する場合には，(6)で見たように，G 不変な
リーマン計量が常に存在するので，G の作用が r の向きを保つならば，G の作用は r
の向きと G 不変なリーマン計量が定める局所的複素平面構造を保つ．このとき，G の要素
g は各固定点 q の接空間 Tqr ' C 上複素線形に作用し， g v = v (v 2 Tqr ;  2 C)
となる．ここで， gp  v = v であるから， は 1 とは異なる 1 の p 乗根である．よっ
て， p を 1 の原始 p 乗根 p = exp 2
p 1
p
として，  = p （  は 1    p  1 で
ある自然数）と表せる．
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また，r 上の G 作用は
G 3 g 6= 1ならば，g  q 6= q となる q 2M が存在する
すなわち，G の要素で M の恒等変換となるのは単位元だけと仮定される．
(10) M が閉リーマン面の場合は，向きを保つ可微分な自己同型写像を単に自己同
型写像という．閉リーマン面の場合は連続な自己同型写像も可微分な自己同型写像も連続
変形によって複素解析的な自己同型写像になることが知られている．
(11) 多様体 M に群 G が作用するとき， g 2 G に対して
M g = fq 2M j g  q = qg
を g の固定点集合といい，固定点集合に含まれる点を g の固定点という．
ここで， q が位数 p の要素 g 2 G の固定点ならば， 1  k  p  1 である自然数 k
に対して
g  q =) gk  q = g    gg| {z }
k
q = g    g| {z }
k 1
q =    = g  q = q
であるから，q は gk の固定点になる．ここで，g の位数 p が素数の場合は，1  k  p 1
である自然数 k に対して kk  1 mod:p ; 1  k  p  1 となる自然数 k が存在するか
ら（(18)参照）， (gk)k = gkk = g となる．よって，次が成り立つ．
gk  q = q =) (gk)k  q = g  q = q
従って， gk (1  k  p   1) の固定点集合は g の固定点集合と一致する．このように，
p が素数の場合は g; g2;    ; gp 1 が互いに対等である．
(12) 全ての有限可換群 G は巡回群の直積 Zp1      Zpm になることが知られて
いる．可換群の場合には直積は  で表され，Zp1     Zpm は．Zp1     Zpm と表
される． G = Zp1     Zpm のとき，各巡回群 Zpj (1  j  m) は G の部分群である
から，G が閉リーマン面に作用すれば，全ての j (1  j  m) に対して巡回群 Zpj は
その閉リーマン面に作用する．
(13) 閉リーマン面  は複素上半平面 U のフックス群と呼ばれる無限群   によ
る商集合  = U=  と表される．ここで，有限群 G に対してある性質 (P)を持つ写像
 :   ! G が存在するとき，G は閉リーマン面 r = U= 1(1) に作用する．すなわ
ち，性質 (P)を持つ写像  :   ! G が存在するかどうかを調べることによって有限群
G がある種数の閉リーマン面に作用できるかどうかがわかる．
(14) G = 2Z2 = Z2  Z2 とすると， jGj = 2  2 = 4 であるが，G は位数 4
の要素を持たない．また， G = kZ2  `Z3 とすると， jGj = 2k3` であるが，全ての
g 2 G に対して g6 = 1 となるから，n が jGj = 2k3` の約数であっても，n が 6 より
も大きければ位数が n の G の要素は存在しない．
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r   1 = `p () r = `p+ 1 の場合には，
まず `p 個の穴を空間内に z 軸に関して
回転対称になるように等間隔で並べ，
1 個の穴を z 軸を中心に配置すれば，
g は種数 r の閉リーマン面に
2=p 回転で作用し，この作用は固定点
が存在しない自由作用となる．0@ 左図は p = 3 ; ` = 2 ; r = `p+ 1 = 7
の場合の図
1A
(16)
e0 =点 ; e1 =開区間 ; e2 =開円盤
をそれぞれ 0 -cell， 1 -cell， 2 -cell という．種数 r の閉リーマン面 r が
r = k0e
0 [ k1e1 [ k2e2 (cell 同士は共通部分を持たない)
と表せるとき，上記を r の cell 分割という．r が上記のように cell 分割されるとき，
e(r) = k0  k1+ k2 は cell 分割のやり方によらないことが知られている．この e(r) を
r のオイラー数と呼ぶ．
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例えば，1 は円環面（トーラス）であり，
右図のように正 4角形（正方形）の辺において，
1と 3， 2と 4を貼り合わせることによって
作られる．よって，次が成り立つ．
1 = e0 [ 2e1 [ e2 =) e(1) = 1  2 + 1 = 0
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2は右図の正 8角形の辺において， 1と 3，
2と 4， 5と 7， 6と 8の辺を貼り合わせる
ことによって作られる．よって，次が成り立つ．
e(2) = e0 [ 4e1 [ e2
=) e(2) = 1  4 + 1 =  2
上記と同様に，一般に r は正 4r 角形の辺において，対応する２辺を貼り合わせること
によって作られ，次が成り立つ．
r = e0 [ 2re1 [ e2 =) e(r) = 1  2r + 1 = 2  2r
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種数 r の閉リーマン面 r に有限群 G が作用するとき，G の素数位数 p の要素 g
の固定点の個数を n， g が生成する巡回群 Zp の作用による商空間 r=Zp を  とし
て，次の等式（Riemann-Hurwitz（リーマン・フルビッツ）の等式）が成り立つ．
2r   2  2p(  1) = n(p  1)
実際， : r ! r=Zp =  を射影とするとき，r から gk (1  k  p  1) の固定点
集合 fq1;    ; qng （下記 (17)より点のみからなり，(11)で見たように k によらない）
を除いた穴あきリーマン面のオイラー数は  から f(q1);    ; (qn)g を除いた穴あき
リーマン面のオイラー数の p 倍になる．すなわち，次が成り立つ．
2  2r   n = p(2  2  n)
これを書き換えて上記の Riemann-Hurwitz の等式を得る．
(17) 有限群 G が閉リーマン面に向きを保つように作用するとき，(9) でも見たよ
うに G は閉リーマン面の局所的複素平面構造を保つ．このとき，固定点の次元は偶数次
元になることが知られているが，閉リーマン面の次元が 2 であるから，固定点の次元は
0，すなわち，固定点集合は点のみからなる．
(18) 3 つの整数 a; b; c に対して， a   b が c の倍数であるとき， a  b mod:c
と表す．特に， a  0 mod:c は a が c の倍数であることを意味する．
p が素数のとき， 1  k  p  1 である自然数 k に対して
kk  1 mod:p ; 1  k  p  1
を満たす自然数 k を k の mod.p-inverse という．
kk = kk  1 mod:p ; 1  k  p  1
であるから，明らかに k の mod.p-inverse は k である．
p が素数のとき， 1  k  p 1 である自然数 k に対して，その mod.p-inverseは次の
ように作られる．まず，kkp 2 = kp 1  1 mod:p が成り立つことが知られている（Fermat
の小定理）．よって，kp 2 を p で割った余りを k と表せば，k  kp 2 mod:p であるから，
kk  kkp 2  1 mod:p となる．例えば， p = 7 のとき， 1 = 1 ; 6 = 6 ; 2 = 4 ; 3 = 5 と
なり，よって， 4 = 2 ; 5 = 3 となる．
(19) 線形作用素 D : V1 ! V2 は kerD = D 1(0) および cokerD = V2=D(V1) が共
に有限次元ベクトル空間になるとき，Fredholm型作用という．また，有限群 G が V1; V2
に作用していて，D(g  v1) = g D(v1) が任意の g 2 G と v1 2 V1 に対して成り立つと
き，D は G 同変作用素と呼ばれる．D が Fredholm 型の G 同変作用素であるとき，
ID(g) =
1
2
p 1 log
det(g j kerD)
det(g j cokerD)
が整数差を除いて定義される．このとき，整数差を除いて次が成り立つ．
ID(gh) = ID(g) + ID(h) ; ID(g
 1) =  ID(g)
20
有限群 G が作用する閉リーマン面に対しては，全ての非負整数 ` に対して G 同変な
Fredholm 型作用素 D` が定義され，そのときの ID` が本研究の ` である．
(20) ２つの実数 a; b の差 a   b が整数のとき， a  b mod:Z と表す．特に，
a  0 mod:Z は a が整数であることを表す．
(21) 2 つの自然数 a; b の最大公約数が 1 のとき，「 a と b は互いに素」であると
いう． a と b は互いに素で，整数 c; d に対して ac = bd が成り立つとき， c は b の倍
数， d は a の倍数となる．実際， ac = bd より ac は b の倍数であるが， a; b の最大
公約数が 1 であるから， c は b の倍数でなければならない．同様に， bd は a の倍数で
あるから， d は a の倍数でなければならない．
a と b は互いに素のとき，集合 fmbを a で割った余り j 0  m  a   1g は集
合 f0; 1;    ; a   1g と一致する．実際，整数 c を a で割った余りを r(c; a) と表すと，
0  m;m0  a  1 に対して，次が成り立つ．
r(mb; a) = r(m0b; a) =) mb  m0b mod:a =) (m m0)b  0 mod:a
=) m m0  0 mod:a    1
0  m;m0  a  1 () jm m0j < a    2
1; 2 =) m = m0
よって， r(mb; a) (0  r(mb; a)  a  1) は 0  m  a  1 に対して互いに異なる値で
あり，したがって， fr(mb; a) j 0  m  a  1g = f0; 1;    ; a  1g である．
(22) 有限群 G の要素 g; h に対して， [g; h] = g 1h 1gh と定め，これを交換子
という．また，交換子達によって生成される G の部分群を [G;G] と表し，これを交換
子群という．
G が可換群ならば， [g; h] = g 1h 1gh = g 1h 1hg = 1 となるから，交換子群は単位
元のみからなる群（自明な群）となる．それに対して，例えば，二面体群
D2p =
D
g; h
 gp = 1 ; h2 = 1 ; gh = hg 1E (p  3)
に対しては，
g 1h 1gh = g 1h 1hg 1 = g 2

= gp 2

6= 1
となるから，次が成り立つ．
[D2p; D2p] = hg 2 j gp = 1i = Zp 6= f1g
このように，交換子群 [G;G] が自明な群にならないことが G が非可換群となるための
必要十分条件となる．
交換子群 [G;G] は G の正規部分群となる．実際， g 2 G ;
h = [a1; b1][a2; b2]    [as; bs] 2 [G;G] に対して次が成り立つ．
g 1hg = g 1[a1; b1][a2; b2]    [as; bs]g = g 1[a1; b1]gg 1[a2; b2]g    g 1[as; bs]g    1
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ここで，
g 1[ak; bk]g = g 1a 1k b
 1
k akbkg = g
 1a 1k gg
 1b 1k gg
 1akgg 1bkg
= (g 1akg) 1(g 1bkg) 1g 1akgg 1bkg = [g 1akg; g 1bkg] 2 [G;G]
となるから， 1より g 1hg 2 [G;G] である．よって，交換子群 [G;G] は G の正規部
分群である．
G の交換子群 [G;G] による商群 G=[G;G] は可換群となる．実際，G=[G;G] の要素
[g1]; [g2] に対して， [g1; g2] = h 2 [G;G] として，次が成り立つ．
[[g1]; [g2]] = [g1]
 1[g2] 1[g1][g2] = [g 11 g
 1
2 g1g2] = [[g1; g2]] = [h] = 1 2 G=H
=) [g1][g2] = [g2][g1][g1] 1[g2] 1[g1][g2] = [g2][g1][h] = [g2][g1]
よって，G=[G;G] は可換群である．
上記は，G において [G;G] をつぶせば可換群になること，すなわち，G の非可換部
分が [G;G] であることを示している．
(23) G を任意の（例えば，二面体群 D2p のような）Cp 群とする．このとき，G
と任意の有限群 H との直積 GH に対して，
[(g1; h1); (g2; h2)] = (g1; h1)
 1(g2; h2) 1(g1; h1)(g2; h2) = (g 11 g
 1
2 g1g2; h
 1
1 h
 1
2 h1h2)
= ([g1; g2]; [h1; h2]) (g1; g2 2 G ; h1; h2 2 H)
となるから，GH の交換子群は直積 [G;G] [H;H] であり，
j [G;G] [H;H] j = j [G;G] j  j [H;H] j
であるから，GH も Cp 群である．よって，Cp 群は無限種類存在する．
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